Stochastik — 2021 Teil A - ohne Hilfsmittel
Aufgabe 1 (Pfilchtteil)

Die Vierfeldertafel gehdrt zu einem Zufallsexperiment mit Ereignissen A und B. Fir die
Wahrscheinlichkeit p gilt p=0.

B B
A p 3p
A 1-3p
4p

a Vervollstandigen Sie die Vierfeldertafel. Zeigen Sie, dass p nicht den Wert % haben
kann.

b Fur einen bestimmten Wert von p sind A und B stochastisch unabhangig. Ermitteln
Sie diesen Wert von p.

Aufgabe 2 (Pfilchtteil)

Die ZufallsgréRe X ist binomialverteilt mit den Parametern n =100 und p. Der Erwar-
tungswert von X ist 50.

a Berechnen Sie die Standardabweichung von X.

b Die Wahrscheinlichkeit P(X = 61) betragt etwa 2 %. Bestimmen Sie unter Verwen-

dung dieses Werts den zugehdrigen Wert fur die Wahrscheinlichkeit P (40 < X <60).

Aufgabe 3 (Pflichtteil)

Bei einem Gewinnspiel betragt der Einsatz fur die Teilnahme

3 Euro. Die Auszahlung in Euro wird durch die ZufallsgroRe A
beschrieben. Die Abbildung zeigt die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung von A.

a Zeigen Sie, dass p den Wert % hat.

b Bei wiederholter Durchfuhrung des Spiels ist zu erwarten, dass sich auf lange Sicht
Einsatze und Auszahlungen ausgleichen. Berechnen Sie den Wert von b.

¢ Beschreiben Sie, wie das Gewinnspiel unter Verwendung eines Behalters sowie ro-
ter, griiner und blauer Kugeln durchgefuhrt werden kénnte.

Aufgabe 4 (Wahlteil - schwerer)

In einem Behalter befinden sich Kugeln, von denen jede dritte gelb ist.

a Aus dem Behalter wird zweimal nacheinander jeweils eine Kugel zufallig enthommen

und wieder zurtickgelegt. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass beide
Kugeln gelb sind.

b Im Behalter werden zwei gelbe Kugeln durch zwei blaue Kugeln ersetzt. Anschlie-

Rend wird aus dem Behalter erneut zweimal nacheinander jeweils eine Kugel zufallig

entnommen und wieder zurtickgelegt. Die Wahrscheinlichkeit dafur, dass beide Ku-
geln gelb sind, betrégt nun % Ermitteln Sie, wie viele gelbe Kugeln sich nach den
beschriebenen Vorgangen im Behalter befinden.

Aufgabe 5 (Wabhlteil — schwerer)

Fur ein Spiel wird ein Glucksrad verwendet. Die Abbildung
zeigt dieses Glucksrad schematisch. Die Wahrscheinlich- *
keit dafur, bei einmaligem Drehen die Zahl 2 zu erzielen,

wird mit p bezeichnet.

Bei dem Spiel bezahit jeder Spieler zun&chst einen
Einsatz von 1 Euro. AnschlieBend dreht er das
Glucksrad zweimal. Erzielt er dabei zwei Zahlen,
deren Summe mindestens & ist, wird ihm der Wert
der Summe als Betrag in Euro ausgezahlt; ansons-
ten erfolgt keine Auszahlung. Wird das Spiel wie-
derholt durchgeflhrt, so ist zu erwarten, dass sich
auf lange Sicht die Einsatze der Spieler und die
Auszahlungen ausgleichen.

Leiten Sie unter Verwendung der beschriebenen Spielregeln eine Gleichung her, mit
der der Wert von p berechnet werden konnte; erlautern Sie dabei Ihr Vorgehen.
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Losung

Aufgabe 1

a)

b)

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstindnis

B B
A p 2p 3p
A 3p 1-6p | 1-3p
4p 1-4p 1

Fir p=2 ist P(ANBJ=1-2=—%

Wahrscheinlichkeiten sind immer groRer oder gleich null.
(Die Null ist in dieser Aufgabe sogar ausgenommen)

HINWEIS:

Bei solchen Aufgaben muss man einfach ein wenig probieren, bis man etwas
findest, das den Vorgaben der Aufgabe oder der Mathematik im Allgemeinen
widerspricht.

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstandnis

Unabhéngig, wenn

P(ANB)=P(A)-P(B)
p = 3p-4p
1 = 12p

l:p#0

Wenn A und B stochastisch unabhéngig sind, dann muss die Gleichung
P(ANB) =P(A)-P(B) erfiillt sein.

Also beide Seiten aus der 4FT ablesen und nach p auflgsen

HINWEIS:
Man darf nur durch p teilen, weil in der Ausgabe steht, dass es nicht null ist.

C:\Users\heide\Nextcloud\__Meins\Mathe\ABI-Aufgaben\ABI-ab--2024\TEIL_A-Stochastik\2021-Teil-A-Stochastik-e AN-ausfuehrlich.odt HAI Stand: 12.02.24




Aufgabe 2

a)

b)

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstindnis

Au:n'p
50=100-p
p=0,5

o=Vn-p(1-p)
=1100-0,5(1-0,5)

Der Erwartungswert der Binomialverteilung ist definiert als 4=n-p

HINWEIS:
Die Standardabweichung ist definiert als o=+vn-p ( 1- p)
wegen ({=N'p

konnte man das auch so schreiben: o=+ u ( 1- p)

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstindnis

P(40<X<60)=1-20,02=0,96

~{ T}

P(X<39)~2% P(X>61)~2%

30 35 45

i 13
o

(2]
o

‘
-

HINWEIS:
. Fiir p=0,5 ist JEDE die Binomialverteilung symmetrisch zur Gerade
durch den Erwartungswert.

Da X zwischen 40 und 60 liegen soll sind die gesuchten X-Werte ebenfalls
symmetrisch um den Erwartungswert.

Alle Balken zusammengenommen ergeben die Wahrscheinlichkeit 1.
Zieht man von 1 die beiden roten Bereiche links und rechts ab erhélt man die
Wahrscheinlichkeit fiir P(40<X<60) =1 -2 - 0,02 = 0,96
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Aufgabe 3

a)

b)

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstindnis

p+2p+3p=1
-1
P=%

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung gibt die Wahrscheinlichkeit fiir alle
moglichen Ergebnisse an. Summiert man diese auf (alle Balken addieren ;-) dann
MUSS man 1 erhalten.

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstindnis

E: Erwartungswert der Auszahlung

HINWEISE:

. Formulierungen wie ,,..zu erwarten..“ oder ,,.. durchschnittlich..“ , ,,..
auf lange Sicht...“ weisen auf den Erwartungswert hin.

. Gerade bei Stochastikaufgaben ist es wichtig genau zu definieren,
was gemeint ist.

. Wenn, wie in Aufgabenteil a), die Formulierung ,,Zeigen Sie...“
auftritt, kann/darf man davon ausgehen, dass der Wert korrekt ist und
MAN DARF IHN VERWENDEN.

Die Aussage ,, ... auf lange Sicht Einsétze und Auszahlungen ausgleichen.*
E=3 bedeutet, dass es ein ,faires Spiel* sein soll.
Die zu erwartende Auszahlung muss gleich dem Einsatz pro Spiel sein.
1 3 2 Der Erwartungswert ist definiert als
=-0+=-b+=-6=3 Em DXt DXt
6 6 6 Py Xyt py Xyt
1 Den Wert kennen wir aus Aufgabenteil a)
—b=1
2
b=2

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstindnis

Es miissen 1 rote, 3 griine und 2 blaue Kugel in
Behdlter sein. Man zieht blind eine Kugel, ist sie
blau bekommt man 6€, ist sie griin bekommt man
2€, bei rot geht man leer aus.

Pro Spiel muss man 3€ Einsatz zahlen.
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Aufgabe 4

a)

b)

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstindnis

11_1

P(,2 mal gelb“):3 3

©|

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstindnis

g: Anzahl gelber Kugeln
n: Kugeln insgesamt

gg9_1
nn 16
2
g_1
n® 16
21
=—n
9716
_n
9774

n_,_n | *12
4

3
4n—-24=3n
n=24
n_24
=—=-—=6
97474

Es sind 6 gelbe Kugeln im Behélter.

Aus Teil a) wissen wir, dass (vor dem Austausch) jede dritte Kugel gelb war.

Wenn jede dritte Kugel gelb ist, kann man die Anzahl der gelben Kugeln mit n/3
berechnen.

Ersetzt man dann zwei gelbe durch zwei blaue, sind es zwei gelbe weniger, also
also miissen wir noch 2 von der Anzahl der gelben abziehen.

Die Wahrscheinlichkeit eine gelbe zu ziehen kann man -wie immer- nach
LaPlace berechnen — auch, wenn man die Anzahlen (also g und n) nicht kennt:

P(,,1 mal gelb“) :g

Die Aufgabe sagt, dass die Wahrscheinlichkeit 2 gelbe Kugeln hintereinander zu
ziehen 1/16 ist.

Diese Gleichung hat zwei Unbekannte ... also 16sen wir nach einer auf (welche
ist eigentlich egal)

Jetzt hat man 2 Gleichungen (blau und griin) und zwei Unbekannte (g und n).

Das kann man durch das Gleichsetzungs- oder Einsetzungs-Verfahren l6sen (ich
setze hier mal gleich, weil beide schon nach g aufgel6st sind)

Jetzt hat man eine Gleichung mit einer Unbekannten (das ,,n“); nach der 16st man
auf
Es gibt also insgesamt 24 Kugeln.

Die Anzahl der gelben Kugeln kénnen wir jetzt mit jeder der beiden Gleichungen
fiir g (blau oder griin) berechnen.
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Aufgabe 5
a)

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstindnis

1
3
p
1 _2
1=p=3 =37»

Formulierungen wie ,,..zu erwarten..“ oder ,,.. durchschnittlich..“ , ,,.. auf
lange Sicht...“ weisen auf den Erwartungswert hin.

Die Aussage ,, ... auf lange Sicht Einsdtze und Auszahlungen ausgleichen.“
bedeutet, dass es ein ,,faires Spiel“ sein soll.
Die zu erwartende Auszahlung muss gleich dem Einsatz pro Spiel sein.

123°
360°

120° ist gerade ¥ eines Kreises :

Das war angegeben, p steht fiir irgendeine Zahl (zwischen 0 und 1;-)

Ereignis (2;3);5(3;2) 3;3) Alle anderen
Wahrschein |, - g_p g_p : Egal, wegen den
lichkeit 3 3 0€ Auszahlung
Auszahlung 5 6 0

Die ,,2-“ in der zweiten Spalte kommt daher, dass man die beide Zahlen in
verschiedenen Reihenfolgen bekommen konnte (ein ,,ODER“-Ereignis)

Der Erwartungswert ist definiert als
E=px,+Dp,X,+...
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