Stochastik — 2022 Teil A - ohne Hilfsmittel

Aufgabe 1 (Pfilchtteil)

Gegeben sind die im Folgenden beschriebenen Zufallsgréfen X und Y:

+ Ein Warfel, dessen Seiten mit den Zahlen von 1 bis 6 durchnummeriert sind, wird
zweimal geworfen. X gibt die dabei erzielte Augensumme an.

+ Aus einem Behalter mit 60 schwarzen und 40 weiflen Kugeln wird zwolfmal nachei-
nander jeweils eine Kugel zufallig entnommen und wieder zuriickgelegt. Y gibt die
Anzahl der entnommenen schwarzen Kugeln an.

a Begrinden Sie, dass die Wahrscheinlichkeit P(X = 4) mit der Wahrscheinlichkeit 2
P(X=10) ubereinstimmt.

b Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von X und Y werden jeweils durch eines der fol- | 3
genden Diagramme |, Il und 11l dargestelit. Ordnen Sie X und Y jeweils dem passen-
den Diagramm zu und begrainden Sie lhre Zuordnung.
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Aufgabe 2 (Pfilchtteil)

Die Abbildung zeigt ein Spielfeld A B CDE
und eine Spielfigur, die sich zu Be-
ginn jedes Spiels — wie abgebildet —
auf dem Startpunkt (A1) befindet.
Die Figur wird bei jedem Zug von ei-
nem Punkt zu einem anderen ver-
schoben; jeder Zug wird durch das
Werfen eines Wiirfels bestimmt.
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Der Tabelle kann entnommen werden, wie die Seiten des Wirfels beschriftet sind;
auBerdem ist fur jede Seite des Wiirfels angegeben, welcher Spielzug ausgefiihrt wird,
wenn bei einem Wurf diese Seite erzielt wird.

Beschriftung der Seite | Anzahl der Seiten mit Spielzug
dieser Beschriftung
rechts 2
@
PE—
oben 3 é)
rechts oben 1 @/

a Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass die Spielfigur vom Startpunkt aus-
gehend im Laufe eines Spiels den Punkt (A|4) erreicht.

2
b Begriinden Sie, dass sich mit dem Term 3(%) -1+2.1.1 die Wanhrscheinlichkeit

dafur berechnen lasst, dass die Spielfigur vom Startpunkt ausgehend im Laufe eines
Spiels einen bestimmten Punkt erreicht. Geben Sie die Koordinaten dieses Punkts
an.

Aufgabe 3 (Pflichtteil)

Die Abbildung zeigt den Graphen der Dichtefunktion der normalverteilten Zufalls-
groie A.
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a Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass A einen Wert aus dem Intervall [6;1 0] annimmt,
betragt etwa 68 %. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass A einen Wert
annimmt, der groRer als 10 ist.

b Die ZufallsgroRe B ist ebenfalls normalverteilt; der Erwartungswert von B ist ebenso
groR wie der Erwartungswert von A, die Standardabweichung von B ist groRer als
die Standardabweichung von A. Skizzieren Sie in der Abbildung einen mdéglichen
Graphen der Dichtefunktion von B.

1

4

Aufgabe 4 (Wahlteil - schwerer)

FUr ein Spiel wird ein Behalter mit 100 Kugeln gefillt. Dafur stehen rote und blaue Ku-
geln zur Verfugung. Vor jedem Spiel legt der Spieler die Anzahl der blauen Kugeln im
Behalter fest. Anschliefend wird dem Behalter eine Kugel zufallig entnommen. Ist
diese Kugel rot, so wird dem Spieler die festgelegte Anzahl blauer Kugeln in Cent aus-
gezahlt; ist die Kugel blau, so betragt die Auszahlung 10 Cent. Ermitteln Sie, wie der
Spieler die Anzahl blauer Kugeln flr ein Spiel festlegen muss, damit der Erwartungs-
wert der Auszahlung méglichst grof3 ist.

Aufgabe 5 (Wahlteil — schwerer)

Die Seiten eines Wrfels sind jeweils mit einer der Zahlen 1, 2 und 3 beschriftet, wobei
jede der Zahlen zweimal vorkommt.

a Der Wurfel wird dreimal geworfen. Begrinden Sie, dass die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses ,Es wird dreimal die gleiche Zahl erzielt.“ halb so groR ist wie die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses ,Es werden drei verschiedene Zahlen erzielt".

b Der Wurfel wird sechsmal geworfen. Geben Sie einen Term an, mit dem die Wahr-
scheinlichkeit dafur berechnet werden kénnte, dass nicht jede Zahl zweimal erzielt
wird.
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Losung

Aufgabe 1
a)

Was aufgeschrieben werden sollte Kommentare — nur zum Verstdandnis

HINWEIS:

Wenn verschiedene Zufallsvariablen (X und Y) verwendet werden sind auch
zwei verschiedene Zufallsexperimente gemeint. (oder zumindest
unterschiedliche Voraussetzungen oder Abldufe innerhalb eines
Zufallsexperiments gemeint)

X=4 fir {(1;3);(2;2);(3;1) } HINWEIS: . .
X=10 fiir { (4'6) . (5.5) . (6' 4) } . Ereignisse sind Mengen, deswegen die geschweiften Klammern
2R NS AT . Die Ergebnisse sollten in runde Klammern geschrieben werden

Gleich viele Ergebnisse in den beiden Ereignis
und die Wahrscheinlichkeit jeder Augenzahl 1-6
ist ebenfalls gleich.

b)
Was aufgeschrieben werden sollte Kommentare — nur zum Verstandnis
Wiirfel:
. Vi il isch sei HINWEIS: In Teil a) ,,steht geschrieben®, dass P(X=4) = P(X=10) ist, auch,
ertellung muss symmetrisch sein wenn man weif}, dass die Verteilung fiir die Summe der Augenzahlen von zwei
° X=2 fiir { (1,1) } Wiirfeln insgesamt symmetrisch sein muss, weilf man immerhin, dass diese
X=4 fiir { (1;3) : (2;2) : (3;1) } beiden Wahrscheinlichkeiten gleich sein miissen, das ist nur bei I und II der Fall

P(X=4) muss 3 mal so groR sein wie
P(X=2)
— Verteilung II

Kuge]n: Eine Binomialverteilung ist nur dann symmetrisch, wenn die Wahrscheinlichkeit
Vi il darf nich isch sei p=0,5 ist. Hier ist die Wahrscheinlichkeit eine schwarze Kugeln zu ziehen
erteilung darf nicht symmetrisch sein p=0,6 , weil vonn 100 Kugeln 60 schwarz sind.

— Verteilung III
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Aufgabe 2
a)

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstindnis

Analyse:
Um von (A1) zu (A]4) zu kommen, muss man 3 mal nach oben laufen.
Die einfachste Moglichkeit wére also 3 mal hintereinander ,,oben® zu wiirfeln

Die Moglichkeit ,,oben“ gibt es laut Tabelle 3 mal von insgesamt 6 Seiten des
Wiirfels

HINWEIS:

In einer allgemeineren Aufgabe miisste man -zusétzlich zu den ,,3 mal oben*-
noch andere Zug-Kombinationen, die sich gegenseitig aufheben, z.B. ,,oben +
unten® oder ,links + rechts®. Zum Gliick sind in der Aufgabe solche Zug-
Kombinationen nicht moglich.

b)

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstindnis

Das zwei Terme addiert werden, bedeutet, dass
zwei verschieden Zugkombinationen betrachtet
werden:

2
e FEine mit P:S-(%) % in der zwei mal

,,Jechts“ und einmal ,,oben“ nacheinander
aber in beliebiger Reihenfolge
vorkommen.

* Eine mit P= 2%% in der einmal ,,rechts

oben“ und einmal ,,rechts“ nacheinander
aber in beliebiger Reihenfolge
vorkommen.

Es wird die Wahrscheinlichkeit berechnet zum
Punkt (C|2) zu kommen.

HINWEIS:

Bei solchen Aufgaben muss man im Prinzip ,,jede Zahl und jede mathematisch
Operation“ erklaren. Mathematische Operationen sind z.B. ,,+*, ,hoch 2,
Binomialkoeffizient; Briiche ....

Man kann allerdings logisch zusammenhédngende Terme zusammenfassen

W=

2
NER Y
3) 2 — 6
N oder [——

Kombination 1 Kombination2

Zwei verschiedene Kombinationen, wegen des ,,+“

Erkldarung

. die ,,3-“ zeigt, dass es drei verschiedene mogliche Reihenfolgen gibt
und, dass es egal ist welche auftritt (,ODER_Ereignis®).

. Die ,,hoch 2“ besagt, dass zwei mal ein Zug zweimal vorkommt
(,UND_Ereignis®).

. Die Briiche stehen fiir die einzelnen Ziige in der Tabelle.

Man konnte den Ausdruck ausfiihrlich so schreiben

p:g.(l)?z 111 111 111
3/ 2 332 323 233
Das Ereignis wdre: {(5r;0) ;  (r;050) ;o (omr) )
Erkldrung
... wie oben ;-) die ausfiihrliche Schreibweise wére
popll 11,11
6 3 6 3 36
Das Ereignis wéare: { (cor) ; (r;0) }
A B C D E A B C D E
5 S 5 || 5 [t
a4+ 4l abb—+ + L i1y
3+ ¢+ + + 1 3|3} e—es—s—+—+]3
21— L 21 = r_'; . | 2
1 @_’—¢ . - 1 4 - - . - 1
A B C D E A B C D E

C:\Users\heide\Nextcloud\__Meins\Mathe\ABI-Aufgaben\ABI-ab--2024\TEIL_A-Stochastik\2022-Teil-A-Stochastik-e AN-ausfuehrlich.odt

HAI Stand: 12.02.24




Aufgabe 3
a)

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstindnis

_1-068

P(X>10) =0,16

0.3  Wahrscheinlichkeitsdichte

n=_

0.2
0.1 I <

I

] X

0 2 4 6 8 10 12 14 16
10-Bereich=[6; 10]

HINWEISE:

. Die Normalverteilung ist IMMER symmetrisch zur Gerade durch den
Erwartungswert p

. Die FLACHE unter der Kurve gibt die Wahrscheinlichkeit an, es
miissen also immer BEREICHE betrachtet werden

. Der 1o-Bereich (oben rot markiert) erstreckt sich zu BEIDEN
SEITEN des Erwartungswerts: er ist beginnt bei p-0 und geht bis
p+o.

. Der 1o-Bereich deckt IMMER etwa 68% der Ergebnisse um den
Erwartungswert ab.

. Der 1o-Bereich lasst NAHERUNGSWEISE grafisch BESTIMMEN:
Er liegt zwischen den Wendepunkten der Normalverteilung.

0.3 Wahrscheinlichkeitsdichte
L=38
02 :
0.1
X
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Die gesamte Fldche unter der Normalverteilung ist exakt 1.

Zieht man davon die in der Aufgabe gegebenen 0,68 fiir den Bereich [6;10] ab
erhdlt man die pink eingeféarbte Flache.

Da die Normalverteilung symmetrisch zur Gerade durch den Erwartungswert ist
kann man das durch zwei teilen, um den rechten Teil der Fldche zu erhalten.

b)

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstindnis

0.31 Wahrscheinlichkeitsdichte
p=38
0.2 L s o=2

0.1

- CY, [ETEPRNSIRE SR

Die Angabe der Standardabweichung ist nicht gefordert, hab ich nur zu besseren
Ubersicht dazu geschrieben

Die rote Kurve ist das, was man zeichnen miisste, das kann man im ABI einfach
in die gegebene Zeichnung malen.

HINWEISE:
. Bei gleichem Erwartungswert muss das Maximum der
Normalverteilung beim gleichen X-Wert liegen.
. Die Kurve muss breiter sein, weil die Standardabweichung (und
damit der 10-Bereich) groer wird.
. Das Maximum muss niedriger liegen, da die Fldche unter der Kurve
gleich bleiben muss (ndmlich immer genau 1,0)
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Aufgabe 4
a)

Was aufgeschrieben werden sollte Kommentare — nur zum Verstdandnis
HINWEIS:
,»groftmoglich“ und ,,kleinstmoglich“ weisen auf die Berechnung von Extrema
hin ;-)
n=100 Anzahl aller Kugeln Informationen aus der Aufgabenstellung
r rote
b blaue
Ereignis blau rot
‘Wahrschein b r
lichkeit 100 100
Auszahlung 10 Ct bCr
_ b r Der Erwartungswert ist definiert als
- 100 + 100 E=px;+Dp, X,+...
r=100—b Wir sollen die Anzahl der blauen Kugeln herausfinden, also versuchen wir, alle

LI durch etwas anderes auszudriicken.

Das ,,r* ersetzen und ...

E=-2 .10 + 10020,
100 100
= i + @ — L -b ... den Ausdruck so weit wie moglich vereinfachen
10 100 100
b b’
= — 4+ 1b — —
10 100
_ 2 _ 1 b2 Jetzt haben wir eine Funktion, die den Erwartungswert in Abhangigkeit von der
- 10 100 Anzahl der blauen Kugeln b angibt.
Die Variable ist also ,,b“ und wir miissten eigentlich E(b) = ... schreiben
Wir sollen b so bestimmen, ,, ... damit der Erwartungswert ... moglichst grof§
wird.”“ ; wir brauchen also das Maximum einer Funktion
T — ]-]- 1
E (b)_ E -2 100 b Wie iiblich bei Extrema:
S N U
10 50 s Ableitung(en) bilden: E’(b)
E' ,(b) _ 50
100
E ’(X) = . Notwendige Bedingung: E’(b) = 0
1n_1,
10 50
_ 1,11
50 10
550
10
b=55
. hinreichende Bedingung: Wert von E’
E' ,(55):_ 15000 <0 - Maximum . (oder VZW von E’)

Die zweite Ableitung ist hier immer negativ, weil ja kein ,,b“ darin vorkommt.

Die groRte Auszahlung erhdlt man bei 55 blauen
Kugeln

Antwort noch aufschreiben
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Aufgabe 5

a)

b)

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstindnis

,drei mal die gleiche® hat 3 Mdéglichkeiten:
{(1;151)5(2,2;2) 5(3;3;3) }

,,drei verschiedene“ besteht aus den Zahlen
(1;2;3) und allen unterschiedlichen Anordnungen
— 6 Moglichkeiten

Man kann 3 verschiedene Zahlen auf 3!=1-2-3=6 Arten anordnen (das nannten
wir ,,Permutationen®
Allgemein: Eine Menge mit n verschiedenen Elementen hat n! Permutationen.

Was aufgeschrieben werden sollte

Kommentare — nur zum Verstindnis

Die Formulierung ,, ... dass nicht jede Zahl zweimal ... “ gibt schon einen
Hinweis auf den Losungsweg: Das GEGENEREIGNIS.

Am besten man versucht sich das Gegenereignis mal so einfach wie moglich
vorzustellen:
Wenn jede Zahl zwei mal vorkommen soll, hdtte man im einfachsten Fall das
gewiirfelt

112233
Dafiir ware die Wahrscheinlichkeit so zu berechnen

111111
p=—.-.=.=.—.—
333333
Die Zahlen miissen natiirlich nicht unbedingt so schon geordnet vorkommen,
sondern konnen beliebig auf die 6 ,,Pldtze“ verteilt werden — es gibt also nicht
nur diese eine Moglichkeit ...

Das bedeutet: die Reihenfolge muss nicht beachtet werden ... das schreit nach
dem Binomialkoeffizienten:

. Fangen wir mit den 2 Einsen an: Die Anzahl der Méglichkeiten 2

Einsen auf 6 freien Plétze unterzubringen ist (g)

. Jetzt haben wir noch 4 freie Plitze, um z.B. die 2 Zweier
unterzubringen, diese Anzahl ist (3)

. und zum Schluss bleiben noch zwei Freien Plitze fiir die 2 Dreier,

das wéren (;)

HINWEIS:
. (5) ist genau 1: Um 2 Dreier auf 2 freie Pldtze zu legen gibt’s nur
genau eine Moglichkeit (eben die Dreier auf die freien Plétze zu

legen ;-).
. Das ist tibrigens allgemein fiir n Elemente auf n Platzen giiltig:

(o

n

. Der andere , triviale“ Fall ist: beliebig viele Elemente auf 0 freie
Pldtze zu verteilen ... da gibt’s auch nur eine Maoglichkeit: (g):l
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