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1 Aufgabe
BE
1 Die Abbildung zeigt den Graphen der in IR y

definierten Funktion f:x - —4—.

1+a™ 4
Der Graph ist symmetrisch beziiglich seines \
Wendepunkts (0]2). | 1 g -
a Begrinden Sie anhand des Funktionsterms L

von f, dass f keine Nullstelle hat, und ge- -4 2 0 2 4
ben Sie lim f(x) sowie lim f(x) an.
K——uw H— 4+ T =2

b Berechnen Sie die mittlere Steigung des
Graphen von f im Bereich -1< x =1 auf
Hundertstel genau und bestimmen Sie
grafisch die Steigung des Graphen von f in seinem Wendepunkt

¢ Fiir die in IR definierte erste Ableitungsfunktion f' von f gilt f'(—x)=f(x].

Geben Sie die Bedeutung dieser Tatsache im Hinblick auf den Verauf des Gra-
phen von f' an und skizzieren Sie in der Abbildung den Graphen von f'.

Betrachtet wird die in IR definierte Funktion F:x— 4x—4. In{e" + 1].

d Zeigen Sie, dass die Funktion F eine Stammfunktion von f ist.

e Beurteilen Sie die folgende Aussage:
Der Graph von F verlauft vollsténdig unterhalb der x-Achse.

K
f Begrinden Sie, dass der Wert des Integrals j f(x)dx fur jede positive reelle
—k
Zahl k ohne Verwendung einer Stammfunktion von f exakt bestimmt werden kann,
und geben Sie den Wert des Integrals an.




2 Betrachtet wird die Schar der in IR definierten Funktionen w,, .: x— —2— mit

b+e"*

a,beR" und ¢ <IR. Die Funktion aus Aufgabe 1 ist eine Funktion dieser Schar.

a Jeder der abgebildeten Graphen |, Il und lll der Schar gehort, bei festen Werten

von a und b, zu einem der Werte c=-1, ¢c=0 und c=1.
o) . Lo
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Ordnen Sie den Graphen die genannten Werte von ¢ zu und begriinden Sie lhre
Zuordnung.

Auf einer Inselgruppe wurden Seeadler neu angesiedelt. Betrachtet wird die an-

schliefende Entwicklung der Anzahl der Seeadler. In einem Modell wird diese Ent-
wicklung mithilfe des Graphen der Funktion w,;.4._g - beschrieben, die im Folgen-

den mit w bezeichnet wird. Es gilt also w(x) = —=. Dabei ist x die seit der An-

siedlung vergangene Zeit in Jahren und w(x) die Anzahl der Seeadler.

b Geben Sie auf Grundlage des Modells an, wie viele Seeadler angesiedelt wurden,
und berechnen Sie, nach wie vielen Jahren die Anzahl der Seeadler auf 32 ange-
wachsen ist.

¢ Die Tangente an den Graphen von w im Punkt ({] | w{{]}} hat die Steigung 2.
Wiirde die Entwicklung der Anzahl der Seeadler im Modell mithilfe dieser Tan-
gente beschrieben werden, so ergabe sich fir den Zeitpunkt vier Jahre nach der
Ansiedlung eine bestimmte Anzahl von Seeadlem. Untersuchen Sie, ob diese An-
zahl mit derjenigen lbereinstimmt, die sich bei einer Beschreibung mithilfe des
Graphen von w ergeben wiirde.

Unter bestimmten anderen Gegebenheiten auf der Inselgruppe kann die Entwicklung
der Anzahl der Seeadler im Modell mithilfe des Graphen einer anderen Funktion aus
der Schar der Funktionen w,,.. beschrieben werden. Das folgende Gleichungssys-
tem ermdoglicht die Bestimmung der zugehdérigen Werte von a, b und c.

(1) 2:=20 (2) lim —2_=45 (3) —2_=35

b+l -3+ b+a"" b+e'se

d Interpretieren Sie jede der drei Gleichungen im Sachzusammenhang.

e Ermitteln Sie die Werte von a und b.
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Losungsvorschlag mit Kommentaren (griin ;-)

a . : : i
|| f hat keine Nullstelle, da der Funktionsterm von f als Bruch mit dem Zahler 4 gege-
ben ist.
lim f(x)=4, lim f(x)=0 i
X—> —0 X— +00 Anderungsrate:
b ) f(1)7f(71) 0.02 | v i Jdurchschnittliche Anderun(srate)“ und ,mittlere Anderung(srate)* bedeuten, dass man den
17(71) ~ 2 —\‘\4 Differenzenquotient verwenden muss Es ist immer ein ,Bereich” oder ,Intervall“ angegeben. Hier z.B. [-1;1]
Steigung des Graphen im Wendepunkt: etwa —1 ‘ 5 Ay_yomy _flx)=f(x)
K Ax  x,—X; Xy~ X,
4 2 0 2, 4 ) "
T Momentane Anderungsrate oder Steigung in einem Punkt
-2
man braucht den Wert der Ableitung an der Stelle.Entweder rechnerisch (den Wert der Ableitung an der Stelle
-4 berechnen) oder grafisch, indem man eine Tangente zeichnet und denen Steigung bestimmt
JAuf ein Hundertstel* bedeutet auf die zweite Stelle nach dem Komma.
Symmetrie eines Graphen:
c|Der Graph von f' ist symmetrisch bezuglich der y-Achse. | v »symmetrisch zur y-Achse® wenn f(-x) = f(x)
L,
\\ . ,symmetrisch zum Ursprung“ wenn f(-x) = - f(x)
\ X Skizzieren bedeutet, dass man die wesentlichen Merkmale wiedergeben soll. Alles, was man genau weiR (hier die Symmetrie
~ un der Punkt (0]-1) sollten moglichst genau eingezeichnet werden.
N s 2 T 2 d kt (OI-1) soll lich h d
=2
-4

f(x)=4x—4ln(e*+1]
F’(x)=4-4-¢"

e*+1

f(x)=4x—4ln<ex+1)
F’(x)=4—-4-¢"

e'+1
Die ,,4x“ werden abgeleitet zu ,,4“. Die Ableitung des Rests ist eigentlich
,hur eine Kettenregel:
g(x)=4ln(e*+1)
i(x)=e*+1

i'(x)=e




a’(i):4-% (die Ableitung von In(x) ist 1 1/x)

Die Aussage ist richtig, weil
4x—4ln(ex+1) < 4x—4ln(e")
< 4x-4x
< 0

Diese Aufgabe verlangt etwas ,,mathematisches Gespiir® ...

Man kénnte wissen, dass In(e*) = x ist.

UND

Man miisste auf die Idee kommen dass 4 x—4 ln(ex+ 1) < 4x-4In (ex)
ist

Aufgrund der Symmetrie des Graphen von f haben die beiden
Flachenstiicke A und B den gleichen Inhalt. Damit stimmt der Wert
des Integrals (markiert in Lila) mit dem Fldcheninhalt des Rechtecks
mit den Seitenldngen 2k und 2 iiberein (rotes Rechteck).

Wert des Integrals: 4k
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Skizze fur k=3
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Skizze fur k=3
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Diese blaue Flache wird mit

k
f f (x)dx berechnet
-k

So kann man sie als Rechteck

darstellen

¢ =0 gehért zu |, da die Funktionswerte von Waoh:0 konstant sind, c =1 zu |
lim w,.p.4 =0 gilt. Damit gehort ¢ =-1 zu lll.

X—>+00

Es wurden 20 Seeadler angesiedelt.
-0,2:x -0,2:x

liefert x = 7, d. h. die Anzahl der

w(x)=32 < 1+e =%<:>e

1

4

adler ist nach etwa sieben Jahren auf 32 angewachsen.
w(4)~27,6

Bei Beschreibung der Entwicklung mithilfe der Tangente ergeben sich fur def
nannten Zeitpunkt 20 + 2-4 =28 Seeadler und damit etwa die gleiche Anzal

(1) Es werden 20 Seeadler angesiedelt.
(2) Langfristig werden laut Modell 45 Seeadler auf der Inselgruppe leben.
(3) Nach 15 Jahren leben laut Modell 35 Seeadler auf der Inselgruppe.

a

Laut Aufgabe ist lim

=450,
x>0 b+e a

Der Bruch kann fiir unendlich grofle x nur dann einen endlichen
Wert (45) haben, wenn e™ - 0 geht. Das ist nur fiir c<0 moglich.

Es ist also c < 0.

Damit ist fiir x> o0 also %: 45,




: a
Laut Aufgabe ist auferdem ——=20.
aut Aufgabe ist auferdem =

Umformen ergibt a=20(b+1).
Einsetzen in %: 45 ergibt:

20(b+1)
T 45
b
20b, 20 _
b b
20+2% =45

b
20
—=25
b

20 4

45

L p=2
5

b= % einsetzen in % =45 liefert

=45

NN ISR

a:45%:36 L a=36
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