Pool flr 2024

1 Aufgabe

1 Der abgebildete Graph der in IR definierten Funktion f mit f(x)=3-(x+10).e >

stellt fir 0 < x < 44 den 7 -

Léngsschnitt einer Rutsch-

bahn dar. Der Anfang der
Rutschbahn wird im Modell | 35
durch den Punkt (0|f(0))
beschrieben, ihr Ende durch
den Punkt (44 |f(44)). Im
verwendeten Koordinaten-

system beschreibt die [ 10

x-Achse den horizontalen

Erdboden. Eine Langenein- | °

heit entspricht 10cm in der X,
Wlfkjll:hkalt 0 % 10 15 20 25 30 35 40 45

Fir die erste und die zweite
Ableitungsfunktion von f gilt: f'(x)=-03x-e %™ bzw. f*(x)=0,03-(x-10)-e %'

a Berechnen Sie den Hohenunterschied zwischen dem Anfang und dem Ende der
Rutschbahn.

In einer Zusammenstellung der Sicherheitskriterien fir Rutschbahnen auf offentli-

chen Spielplatzen einer Gemeinde heilit es:

/ Der durch den Anfangspunkt und den Endpunkt der Rutschbahn festge-
legte Winkel gegentiber der Horizontalen darf eine Gréfie von 45° nicht
iberschreiten.

1] Neigungswinkel gegendber der Horizontalen mit einer Gré3e dber 60°
sind an keinem Punkt der gesamten Rutschbahn zuldssig.

b Beurteilen Sie ohne weitere Rechnung, ob die betrachtete Rutschbahn das Sicher-
heitskriterium | erfilllt. Veranschaulichen Sie Ihre Uberlegungen hierzu in der Ab-
bildung.

¢ Untersuchen Sie rechnerisch, ob die Rutschbahn das Sicherheitskriterium Il erfllli.

d Die Rutschbahn wird durch eine Strebe gestiiizt. Die Strebe kann im Modell durch
eine Strecke beschrieben werden, die vom Punkt F’(dﬂ | f [40}] senkrecht zur
Tangente an den Graphen von f im Punkt P verlduft. Berechnen Sie die Lange der
Strebe zwischen der Rutschbahn und dem Erdboden.




2 Die Funktion f aus Aufgabe 1 gehdrt zur Schar der in IR definierten Funktionen f,
mit f (x)=k-(x +1ﬂ]-e‘m“ und ke IR, k= 0. Der Graph von f_ wird mit G, be-
zeichnet.

a Begrinden Sie, dass -10 die einzige Nullstelle von f, ist, und geben Sie das Ver-
halten von f, flr x — —= in Abh&ngigkeit von k an.

b Fir jeden Wert von k besitzt G, genau einen Extrempunkt. Bestimmen Sie die
Koordinaten und die Art des Extrempunkts von G, in Abhangigkeit von k.

¢ Fur k #-1 werden G, und G, ; betrachtet. Berechnen Sie den Abstand der
Schnittpunkte von G, und G, ,; mit der y-Achse.

d Beurteilen Sie die folgende Aussage:
Spiegelt man einen beliebigen Graphen der Schar an der x-Achse, so ent-
steht ein anderer Graph der Schar.

Im Folgenden sei k = 0.

e Die in IR definierte Funktion F, mit F(x)=-10k-(x + 20)-e ®'* ist eine Stamm-
funktion von f, .
Gy schliefit im zweiten Quadranten mit den beiden Koordinatenachsen eine Fla-
che ein. Diese Flache wird durch eine Gerade h, in zwei Flachenstiicke gleichen
Inhalts geteilt, wobei die Gerade h, fiir x <0 den Graphen G, nur auf der
x-Achse schneidet. Ermitteln Sie eine Gleichung von h, .

f Betrachtet werden reelle Werte von u, die gréfer als —10 sind. Ausgehend von
den Punkten (-10|0) und (u|0) stellen die folgenden vier Schritte die Lésung ei-
ner Aufgabenstellung in einem geometrischen Zusammenhang dar:

(1) p(u)=7-(u+10)-f (u)
(2) pg(u)=0 < u=10
(3) Esgilt pg(10)<0
(4) Ergebnis: p, (10)=73,6-k
Geben Sie eine passende Aufgabenstellung an und erldutern Sie die Schritte.




Losungsvorschlag mit Kommentaren (griin ;-)

1
a | f(o)-f(44)=280
Der Hohenunterschied beiragt etwa 280 cm.

Die Gerade durch (>
b|(0130) und (3010) 0
schlieltt mit der x-Achse

einen Winkel der Grélle | 25
45° ein und verlauft stei-
ler als die eingezeich-
nete Sekante. 15
Das Sicherheitskrite-

rium | ist erfllt. 10

c|f*x)=0
0,03(x-10)e*™*=0
x=10

Steigungswinkel :
tan(a)=m
a=tan '(m)

m=f’(10)

m=f"(10)=—0,3-(10)-¢ " "”'=—3.¢"'~~1,1036

~ a=tan '(—1,1036)~—47,817°

Wendepunkte sind die Punkte grofSter / kleinster Steigung,
Merken kann man sich das so:

f NEW
2 NEW
e NEW

Die Nullstelle der zweiten Ableitung ist ein Extremum der ersten
Ableitung.

Die Steigung m einer Gerade (z.B der Tangente) kann in einen
Steigungswinkel umgerechnet werden iiber tan(a)=m




Normale in P: n: y=m, x+c
Steigung:
1 e’ _
m,=— =— m, = 4,550
f’(40) 12

¢ bestimmen:
P (40 |f(40)) - P(40]|150e™) =P(40]2,747)

4
150e *=5_.40+c
12

4

150 e_4—40-f—2=c c = 179,246

4

4
n: y=f—3-x+ 150e“‘—40-% n(x) = 4,55 x + 179,246

Nullstelle der Normale:
n(x) =0
4

4
£ .x+150e *—40-£-=0
13 12

4 4
£ .x=—150e “+40-<
13 12

4
x=—13150¢ *+4013. &
e et 12
x,= 1920, 520 X1 = 39,396
o 12
Lange:

1= [ (40 +(40— x,*~+/(2,7477+0,604°~2.813

Die Lénge betrdgt 28,13 cm

Zuerst eine Skizze, damit klar ist, was man tun muss.

Y ¢ /
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Bei einer Anwendungsaufgabe - vor allem, wenn es so unfassbar héssliche

Zahlen sind- kann man mit Kommazahlen (in blau ;-) rechnen.

/
!
£

/ £(40)=2,747

Berechnen der Lange iiber Pythagoras: s % % / {E JRs=CiEs

42

In der Aufgabe stand eine Léngeneinheit sind 10cm.




Wegen k-e %' =0 ist -10 die einzige L6sung von f, (x)=0.
lim f (x)=-o for k>0

X—p—o

lim f, (x)=+o0 fUr k<0

X——os

f(x)=k- (€™ -01-(x+10)-e *"*)=-0,1-k -x-& "

£ (x)=0 < x=0 '

fi (0) =10k

Der Extrempunkt von Gy ist (0]10k).

Unter Beriicksichtigung der Nullstelle —10 folgt, dass fir positive Werte von k ein
Hoch-, fir negative Werte von k ein Tiefpunkt vorliegt.

fi(x)=k-(x+10)e *"

Schnittpunkte auf der y-Achse:
vi=fi(0)=k-(0+10)e™*"*=10k
Yier=f(0)=(k+1)-(0+10)e*"*=10k+10

Abstand
4=y~ y=10

,»Auf der y-Achse® bedeutet x=0

— (x)= k- (x+10)- e ™ =1 (x)

Die Aussage ist wahr.

Spiegelt man etwas an der x-Achse dndert sich bei allen y-Werten das

Vorzeichen.
Rechnerisch muss man also die Funktionsgleichung mit ,,—1*

multiplizieren ... aus fx(x) wird —fx(x) .

Dann muss man nur priifen, ob die Aussage (,,... wieder eine Kurve der
Schar..”) wahr ist.




Nullstelle
fk(x)zo
k(x+10)-e "'*=0
xy=—10

Fliache zwischen Koordinatenachsen und Gy:

A= [ f(x)dx=[-10k(x+20)e ]

-10
=(~10k((0)+20)e """ |~ [~ 10k ((~10)+20) e """
= -200k - 1 )-[ —100k &' |
=—200k+100-k-e

Flache zwischen Koordinatenachsen und Gerade g ist ein Dreieck mit
der Hohe c :

1
AAZE(—IO)-C

Die Dreiecksflache soll halb so grof sein, wie die Gesamtflache
1

A,==A

A2
1 _1
5(—10)@—5(—200 k+100-k-e)
c=(20k—10-k-e]
Geradengleichung
y=mx+c

...weiter auf der ndchsten Seite

Skizze machen !!! 40

Die Flédche A berechnet sich iiber Skirdo 107 k4

das Integral. %

Untere Grenze ist die Nullstelle 1

XN:-lo N i

Obere Grenze ist x=0 Lmm PR
ﬂ =10

Die Stammfunktion ist in der fa

Aufgabe schon gegeben F(x)= ...

Die Gerade soll die Flache halbieren und muss durch den Nullpunkt N
gehen (laut Aufgabe). Die Fldchenstiicke sind gleich grol§, dann nehmen
wir doch das untere, das ist ein Dreieck ;-)




Steigung
m= Ay_20k—10k-e

= =—2k+k-e
A Xx —10

c ist schon bestimmt.
~ h: y=(-2k+k-e)-x—20k+10-k-e

m C

Aufgabenstellung:
Bestimmen Sie in Abhangigkeit von k den gréRten Flacheninhalt eines Dreiecks,
das die Eckpunkte (-10]0), (u]|0) und (u|f, (u)) besitzt.

Erlauterung:

p gibt den Flacheninhalt eines solchen Dreiecks an: Léange der Grundseite
u+10 und Hohe f, (u). In den Schritten (2) und (3) wird der Wert von u bestimmt,
fur den p, als einziges Extremum ein Maximum annimmt. Dieses Maximum be-
tragt etwa 73,6 -k.

Ohne Worte
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